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1. Beschrijving van het onderzoek.,

¢t onderzock had tot doel na te gaan welke invloeden
bepaalde zickten hebben op de circulatietijd (CT) van het
bloed bij de menseli jke bloedsomloop,

Het onderzock strekte zich uit van 1 Mei 1952 - 1 Mei 1953
en het had betrckking op ongeveoer 500 proefpersonen, alle
klinische of poliklinische patiénten.

Het meten van de CT geschiedde door de tijd te bepalen,
die verliep vanaf het moment dat de proefpersoon een methyl-
blauw injectic kreceg totl het ogenblik waarcp de kleurstof het
voorhoofd berecikte. Het concentraticverloop van de kleurstof
in de bloedvaten van het voorhoofd is met behulp van cen foto-
electrisch apparaat, aangebracht op het voorhoofd, gemeten en
fotografisch vastgelegd. Op deze wijze verkreeg men Krommen

van de gedaante als in figuur 1 getekend is.
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Filg. 1 Verloop van de inftensiteit van de kleur met de tijd.

Behalve de grootheid, die als CT is gedefinieerd, is in
deze figuur ook aangegeven cen twecde grootheid, die bij het
ondérzoek gemeten werd: de stijegtijd (ST). Deze ST werd echter
op verzoek van de obdrachtgever bij dit onderzoek verder
bulten beschouwing gelaten,

Het onderzoek 1s verricht ten einde na te gaan of personen,
dle lijden aan een van dec hierna volgende zickten ecen andere

CT hebben dan personen met cen normale circulatie:
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Gecen enkele patiént leed aan meer dan ¢in ziekte.

Fen aantal proefonersonen leed aan een ziekte, waarvan men
mocht veronderstellen dat deze de normale bloedeilrculatic niet
zou beinvloceden, b.v. maagzweren of ocogafwijkingen. Indien dan
ook, op grond van andecre waarnemingen dan die van de CT, geen
afwijking van de normale circulatiec werd gevonden, dan beschouwde
men deze personen als nersonen mel een normale circulatie. De
circulatictijden van dezce groep werden bij de statistische be-
werking van het materiaal gebruikt als vergeliljkingsbasis.

Blj de anacmienatiinten werd tevens het haemoglobine-gehalte
van het bloed bepaald, bij patiénten die leden aan hypertensie
wecrd de dlastolische e¢n de systolische bloedruk gemeten cn bily
diegenen, die aan hypertensic leden, werd het percentage basaal-
metabolisme (BM) bepaald. Deze gegevens zullen wij in dit rap-
port aanduiden met de term "extra gegevens'.

Naar aanleiding van dit onderzoek hebben wij de¢ volgende

vragen beentwoord:

jab}

is c¢cr verband tussen leeftijd en CT?

o’

)
) 1s er verband tussen de CT en de cxtra gegevens en
)

zijn er verschillen tussen de CT-en van de personen met nor-

@]

male circulatic en die van pati&nten, die aan &één van boven-
genoemde zilekten 1ijden?

Naar aanleiding van de beantwoording van deze vragen zljn

in par. 4 enkele beschouwingen over de¢ diagnostische waarde van

de CT opgenomen.

2. Statistische bewerking van het matcriaal.

(Alle toetsingen zijn voor mannen en vrouwen apart ultgevoerd)

2.1, Het verband tussen lecftijd cn CT is getoetst met behulp van de

rangcorrelatliec-methode van KENDALL, waarvan ec¢n beschrijving
wordt gegeven in Memorandum S 47 (M 133), dat als bijlage aan

dit rapport is toegevoegd. Dec gevonden overschrijdingskansen

zijn vermeld in Tabel I, waarbij een plus-teken achter een over-
schrijdingskans aangeeft, dat in de waarnemingen cen (min of
meer) overeenstemmend verloop is gevonden tussen de belde gege-
vens, m.a.w. dat als de één stijgt, ook de ander vaker in grootte

toe dan afneemt.



Achter e¢lke overschrijdingskans is hef acntal waarnemingen weer-
gegeven waarop doze 1s gebascerd., Kleine overschrijdingskansen
(in de tabellen door onderstreping aangegeven) wijzen op de aan-
wezlgheld van cen systematisch verband van de beide vergelcecken
grootheden. Uit deze tabel blijkt, dat, althans in bepaalde groe-

pen, de CT met de leeftijd stijgt.

De extra-gegevens zijn op dezelfde wijze bewerkt. Eerst i1s het
verband onderzocht tussen deze gegevens en de leeftijd. Een sys-
tematisch verband werd echtecr in geen enkel geval gevondsn. Daar-
na werd het verloop van de CT ¢n dat van de extra-gegevens ge-
toetst op analoge wijze als 1in 2.1, D¢ overschrijdingskansen zign

vermeld in Tabel T.

Bij het vergclijken van d- CT van patiénten, dic aan een bepaalde
ziekte lijden met dic van personen met een ongestoorde circulatie,
moet reckening gehouden worden met het feit dat de circulatic-

tijd met de leeftisd stijggt. Om deze reden 1s de  vergell]

king op de volgende wiljze ulitgevoerd. De patiénten zijn alle
ingedeeld in de leeftijdsklassen0-9, 10-19,...,80-89, WiJ nemen

nu aan dat de CT in deze leeftijdsklassen slechts zo weinig stijgt,
dat dit effect te verwaarlozen is. Nu worden de CT's van patiénten
lijdende a.n cen bevaald. zickte voor c¢lke leeftijdsklasse apart
verge leken met die van personen mect normale circulatie met be-
hulp van de toets van WILCOXON (zie bijlage M 7). Daarna zijn de
resultaten van de verschillende leeftijdsklassen gecombineerd op
de wijze, beschreven in het bijgevoegde memorandum M 17b, methode
1. Do verkregen overschrijdingskanscn zijn opgenomen in Tebel IT,
wacrblj cen plus-tiken aanpgeeft, dat de CT van personen met nor-
male circulatic brj dit onderzoek klcincr 1s dan van personen met
cen bepaalde zickte. Kleine overschrijdingskensen wijzen op de
aanwezighceld van cen systematisch verschil van het vermelde teken
tuscen ac CT'svande onderzochte grocpen patiénten.

Dec toetsing is slechts uitgevoerd voor cen aantal van de in
par. 1 genoemde ziekten. Voor de andere ziekten warcen de aantallen
gegevens zo klein, dat stetistisch onderzoek weinig zir had.
Voorts zijn blj enkelc ziektoen bijna uitsluitend mannern of uit-
sluitcnd vrouwen ondcrzocht, hetgeen bepaalde vergeli gkingen on-
moge L1jk maakt.
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Conclusies.

B1J de conclusics hcbben wij alleen waarde gehecht aan over-

schrijdingskansen, die kleiner dan 0,05 zijn.

Uit Tabel 1 blijkt dat er voor personen met cen normale circu-
latie cen duldelljk positieve correlatic aanwezig is tussen de
leeftijd en de circulatietijd. Y
BiJ pcrsonen met een bepaalde ziekte komt deze cdwrewdadic nict
altijd tot uiting in de gegovens van dit onderzoek. Deels kan dit
te wijten ziJn aan cen te klein asntal waarnemingen in een be-
paalde groep, voor het overige kan de invloed van de zickte op
de CT het verband tussen leeftijd ¢n circulatietijd geheel of

gedeeltelijk verstoren.

Ten aanzicn van de "extra-gegevens" 1s cr bij dlt onderzoek geen
enkele aanwijzing gevonden voor een verband tussen deze gegevens

tn de CT,

Uit tabel II volgt, dat vrouwen mct hyperthyrcoidie cen kleinere
circulatictijd hebben dan vrouwen met normale circulatie. Voor
d.ze groep zign de gegevens van de mannen niet statistisch onder-
zocht, daar het aantal daarvan te klein is. Voorts blijkt dat
mannen die aan longcarcinoom 11 jden, cen grotere CT hebben dan
mannen met cen normale circulatie. In deze groep kwamen slechts
drie vrouwecn voor, om welke reden geen ultspraak gedasn kan wor-

den over de CT van vrouwen met longkanker,

Dec diagnostische waarde van de CT.

Hoewe l het materiaal Te gering van omvang is, om een gede-
tailleerd inzicht te kunnen verkrijgen in de diagnestische waarde
van de CT, kunncn toch enkcle algemene resultaten gegeven worden,
die van belang zouden kunnen zijn bij cen eventueel verder onder-
zoek naar de invloeden op de CT. Wij zijn er ons hierbij van be-
wust, dat de practische intecrpretatic van deze resultaten cen
mcdisch problecm is, dat nicst onder onze competentic valt.,

Bij de¢ beoordeling van de diagnostische waarde van de CT
moet ulteraard rckening worden gchouden met de mogeli jkheid, dat
ook andere factorcn, wasronder nict onderzochte ziekten, invloed

kunnen hebben op de CT.



De volgende resulaten zijn bij het onderzock verkregens

J. Mannen met longcarcinoom hebben een hogere CT dan mannen met
cen ongestoorde circulatictijd. Ten einde cen indruk te krijecn
van de diagnostische waorde van dit verschil hebben wij de fre-
quentieverdelingen getckend voor de CT. Daarbilij was het wensc-
1lijk het verloop van de CT met de leceftijd zo goed mogelijk te
elimincren door het toepassen van cen correctie op de CTHW)
Voor dit gocval hebben wij gebruik gemsakt van een vrij ruwe
voorlopige corrcctic, omdat ecen meer verfijnde correctic-mecthode
welnig zinvol was in verband met de, statistisch gezlen, vri]
geringe aantallen onderzochte personen. De hier toegenaste
correctics zijgn:

voor de¢ leeftijd beneden 35 jaar: +5

0

o " tusscn 35 ¢n 50 jaar;

R " i boven 50 jaar: -4

D¢ frecuenticverdelingen van de CT's zijn getekend in fig. 2.
Uit deze figuur zien wij dat bij het onderzoek cen gecorrigecrde
CT groter dan 9 bijna alleen voorkomt bij longcarcinoom-patitnten
e¢n dat van dc onderzochte longcarcinoom-patitnten 45% cen CT had,
die grofer is dan 9. Deze ci1jfers zijn natuurlijk sterk afhanke-
1ijk ven de(vrij willekeurige) correctiemethode, maar geven toch
wel de indruk dat de CT enige diagnostische waarde bezit. ten aan-
zien van longkankcr.

Een complicatie wordt gevormd door de mannelijke hypertensie-
patiénten, dic wat CT betreft tusscen de normale mannen en de long-
kanker-patitnten inliggen., Het aantal patiénten in de hypertensle-
groep 15 cchter te klein om de verschillende complicaties die
zouden kunnen optreden te kunncn beoordelcn uit de gegevens van

het onderzock.

2. Brengen wij ook voor de vrouwen cen.correctic aan op de CT
en wel:

voor de leeftijd beneden 65 jaar:
i 1 i

V=

0
boven 65 jaar: -2

5

N

1) Vel. T.JQ'TERPSTRA EN J. HEMELRIJK: Centrale veneuze druk biy
mannen cn vrouwcn met een normale tractus circulatoris, aanhang-
sel blj J.A. MOLHUYSEN, De cdentrale veneuze druk, dissert. Amster-
dam 1953,



zeer welnlg vrouwen met normale circulatice een gecorrigecerde
CT £ 5 bezitten, terwijl cen groot percontage der hyperthyreoidice-

patiénten (bij dit onderzock ongevecr 35%) een CT L5 hecft.

il SR

- ~

-

Flg. 2. Frequentileverdeling van de gecorrigeerde clrculatietl jden
van mannen 1) met normale circulatic ( ——— ) 2) met longcarci-

noom (------)
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Fig. 3. Freiuenticverdeling van de gecorrizecrde. circulatietijden
van vrouwen 1) mef normale circulatietijden ( —— ) 2) met

hyperthyreofdie (—-- -~ ).

Hicruit kunncn wij afleiden dat de CT ook ten aanzien van de

hyperthyrcoidie cecn dlagnostische waarde bezit.



Resumé .
Ult het onderzoek is geblcken dat de CT hulp zou kunnen

bieden bilj het diagnestiseren van

1 longcarcinoom (bij mannen)
2 hyperthyreoidic (bij vrouwen).

o
Een nadcr onderzock van mecer patiénten en personen met

normalc circuletie 1s echter gewenst om de frecuentieverdelingen

¢n de leeftijdscorrectic nauwkeuriger te leren kennen.
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MATHEMATISCH CENTRUM .
co Amsterdan
Statistische Afd.ling.

S47(M6)
1)

- Algemene gang van zaken bij het toetsen van een

hypothese.

De toetsing van een hynothese 5%5 berust steeds op een aan-
tal waarnemingen % ,% ,..., % van één of meer stochastische
groothedenzl, of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee
steekproeven). ,

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid « (soms meer

dan één), die een functie is van bovengenoemde stochastische

grootheden en die, voor de waargenomen waarden X% ; & gseoa.y %,
een waarde aanneemt, die berekend kan worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van
de gemiddelden van twee waarnemingen).

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men, op
grond van de onderstelling, datc%g juist is, de waarschijnlijk= _c,

- heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen.

Vervolgens kiest men een verzameling 7 van mogelijke uit-
komsten van & , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat #
een in 2 gelegen waarde nanneemt, onder de hypothese ﬁ%g y gelijk
is aan een gegeven setal o , zodat Z dus van & afhankelijk is .
Z heet de kritieke zdne van de toets, & de onbetrouwbaarheids-
drempel (Engels: level of significance), Voor o« necemt men
veelal de waarde 0,05 of 0,01.

Men verwerpt nu <%, op giond van de waarnemingen % , % ,

sveey %, indien de bij deze waarnemingen behorende waarde

van # 1in 7 ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,

dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar-
de van ¢ moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal

gebeuren, is, indien <% juist is, gelijk aan. o Derhalve is

¢ de kans op tTen onrechte verwerping van de juiste hypothese,

esk de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien
mn deze methode toepast, met & = (,05 resp. 0,01, zal men in

gemiddeld ongeveer &én op 20 resp. op 100 van de gevallen,

1) Dit memorandum is slechts bedeeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders gezegd, een groot-
heid, die voor de elementen van een collectie(universum,popula-

tie) gedefinieerd is en daarop allerlei waasrden aanneemt. Sto-
chastische grootheden worden asnscgeven door ondersiriepte
letters.

Clomcneor b oromnm  om gy . B S P PR L 3 - RSN T U S
3) Doms lan men glechus bhoro .l-:.vu; wat dese kons = 1S,

—



De toetsingstheorie biedt in het algemeen geen moge lijk-
heid om tot aanvaarding van een hypothese te komen. Indien
een bepaalde hypotheseé%f niet verworpen kan worden, is dit
gewoonlijk met cen helc verzameling van hypothesen togzlijk

ey

het geval. Niet-verwerpen staat dus niet gelijk met aanvaarden.

Wel zal men vaak in de loop vam een statistische analyse
beraalde onderstellincen, die plausibel schijnen en voor de
verdere analyse van nut zijn, tcelsen, glvorcns zg bij de
verdere bewerking van het mailcerieal te gebruiken. Worden zij
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo
verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat cen
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte,
die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zijn
ontdekt. : :

Vele toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel-
lingen omtrent de waarschijnlijkheidsverdelingen der stochas-
tische zrootheden, waarvan waarnemingén zijn verricht. Deze
nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkelijks te worden ver-

meld en, zo magelijk, zelf te worden getoetst.
In plagts van de onbetrouwbaarheidsdrempelCM wordt vaak
bij d= uitslag van ecn toetsing de overschrijdingskans_74M0p-W@

gegeveny dit is de kleinste waarde van & , waarbij in het
betrokken geval, nog tot verwerping van<%5 zou zijn evergegaan;
anders gezegd: de kleinste & , waarvoor de gevonden waarde
der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij & behorende)
kritieke zbne Z ligt. Wordt dus de waarde A opgegeven en
werkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel o , dan wordt

verworpen, indien # £ is.
Voor het onderscheid tussen één- en tweezijdige toetsing
en de keuge tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv.

de tweede hieronder gegeven littératuurplaats. Wij moeten hier
volstaan met de opmerking, dat ténzijdige toetsing veelal
esrder tot verwerping vanﬁﬁf&eidt, maar dat deze slechts on-
der bijzondere omstandigheden kan worden toegepast.

Litteratuur:
J.Neyman, First course in probability and statistics, New
York, 1950, Chanter 5.
J.Hemelrijk en H,R. van der Vaart, Het gebruik van é&én- en
tweezijdige everschrijdingskansen voor het toetsen
van hyoothesen, Statistica 4 (1950) p.54-66.




Mathematisch Centrum, Maapﬁ, 1952.
nde Boerhaavestraat 49, '
Amsterdam O.

Statistische Afdeling,
sh7 (M7).

De toets van Wilcoxon.l)

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese Ho’ in-
noudende, dat twee steekproeven X,,...,X, €I VyseeesVpy af-
kxomstig zijn uit één collectie (ook wel populatie of universum
genaamd) .

Voor het toetsen van de hypothese HO wordt gebruik gemaakt

van een toetsingsgrootheid Q_E), die als volgt-uit de waar-
nemingen berekend wordt. Onderstellen we, dat de waarnemingen
xl,...,xn en yl,...,ym naar opklimmende grootte gerangschikt
zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uit de
tweede steekproef, dat kleiner 1is dan de kleinste waarneming
Xq uit de eerste steekproef (bij gelijkheid tellen wij 5 in
plaats van 1). Noem dit aantal Vl. Vervolgens wordt het aan-
tal waarnemingen uit de tweede steekproef bepaald, dat klei-
ner is dan de op €én na kleinstge waarneming X, uit de eerste
steekproef (bi} gelijkheid wordt weer 2en % in plaats van 1
geteld). Dit aantal noemen we V2. Evenzo worden met betrekking
tot x3,x4,...,xn de aantallen V3:V4:'--’Vn bepaald. De waarde
U van de toetsingsgrootheid U wordt voor de tuee steekproeven
dan gegeﬁen door

U=V1+V2+...¥Vn.

Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen,
kan bewezen worden, dat de toetsingsgrootheid U onder de
hypothese H_ voor grote waarden van n en m (veide 2 10) bij
benadering een normale verdeling bezit. De waarnemingen
xl,...,xn en yl,...,ym tezamen genomen vallen uiteen in een
aantal groepen van gelijke waarnemingen, Noem het aantal van
deze groepen k, dan is k minstens 1 (als alle waarnemingen
gelijk zijn) en hoogstens m+n (als alle waarnemingen ver-

schillend zijn).

Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid.

Stochastische grootheden worden door onderstreping aan-
geduid,



2.

Zijn tl""’tk de aantallen waarnemingen in deze groepen van
gelijken, dan worden het gemiddelde 4« en de variantie O
van de toetsingsgrootheid U gegeven door

//LC' (_I_J_) = %nm 3

en
2 1 3
o “=var (D)= Tﬁh(n+m??n+m-1) {v(n+m} *
- (t13+t25+...+tk5)} 1)

De grootheid /u/(g) is dus onafhankelijk van de waarden vast.
Indien de hypothese HO niet vervuld is, zal de grootheid U
grote of kleine waarden bezitten, al naar gelang y systema-
tisch kleiner of groter is dan X.

De (tweezijdige) toets bestaat nu daarin, dat men HO ver-
werpt indien de gevonden waarde U van U te sterk vap/ﬂu af-
wijkt, d.w.z. als

U= at- L
,_i__.__'.’ci_.‘_- /\‘\Em s

O/ -
waarin ol de onbetrouwbaarheidsdrempel 18 mn-ga volgt ult

€y

(@)
1.2
L /e"2X dx= % ol
\2r §d
en in een tabel van de normale verdeling kan worden Opge-

2

zocht.
De (tweezljdige) overschrijdingskans k , behorende bij T,
is gedefiniderd als

1.2

K= y§:~ e 2% ax 2)
EKU-AL\
I

en kan ook in eenttabel van de normale verdeling worden ge-
vonden.

Bij eenzijdige toetsing wordt o door o« vervangen, resp. k
gehalveerd. |

Een bijzonder geval van het bovenstaande is, dat onder de
waarnemingen voor X en y in 't geheel geen gelijken voorkomen.
In dat geval kan de uitdrukking voor de variantie herleid

worden tot

Deze formule is een door T,J.Terpstra gegeven vereenvau-
diging van de door J.Hemelrijk([5] en %7]) afgeleide for-
mule. De afleiding van deze vereenvoudigde farmule zal nog
gepubliceerd worden.

2) Deze formules berusten op de normale benadering van de
verdeling van U.



Indien n en m kleiner zijn dan 10, zijn tabellen beschikbaar
voor het berekenen van de overschrijdingskans k voor de uit
de steekproef bepaalde waarde U van U (zie t2] en E4]).
Dergelijke tabellen bestaan echter niet voor het geval, dat
gelijke waarnemingen optreden,

Opmerking. Men kan gemakkelijk bewijzen, dat de variantie van
U door het optreden van gelljke waarnemingen vermindert. Het
verschil, dat door deze gelijken optreedt, is echter in het
algemeen gering. Men kan daarom in eerste instantie deze cor-
rectlie op 6'2 verwaarlozen. De overschrijdingskansen, die men

dan vindt, zijn iets te groot.

Litteratuur:
1. F.Wilcoxon, Tndividual comparisons by ranking
methods, Biometrics 1 (1945), p.80-83.
2 H.B.Mann and On a test of whether one of two
D.R.Whitney random variables 18 stochastical.y

larger than the other, Amer,Math.Ctat.
18 (1947),p. 50-60.°

% H.R.van der Vaart Some remarks on the power function of
Wilcoxon's test for the problem of
two samples, Proceedings van de hon.
Ned.Ak.v.Wet., 22_(1950),p. hgly =70,

4 H.R.van der Vaart Cebruiksaanwijzing voor de toets van
Wilcoxon, met tabellen voor n en mil0,
Rapport S32 (M4) (1950).

5 H.R.van der Vaart De toets van Wilcoxon voor het pro-
bleem van cwee steekproeven. (Cursus
"Parametervrije Methoden', 1951-152) .

6 D.van Dantzig Kadercursus Mathematische Statictiek,
Math. Centrum, Amsterdam (1947--750),
hoofdst. 6, 8 3.

7 J.Hemelrijk Note on Wilcoxon's two sample Se=t,
when ties are present, Ann.Mal'. Otk
2% (1952) no. 2.
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De door M,G, Kendall ontwikkelde methode der rangcorre-
latie is toepasbaar op de volgende situatie:

De stochastische grootheden ... X en y bezitten een si-
multane verdeling, Over deze verdeling zelf behoeft niets on-
dersteld te worden, ,

(xi,yi) (i =1,...,n), zijn onafhankelijke waarnemings=-
paren van deze stochastische grootheden
Voorbeeld:

i= 1 2 3 4 5 6
x5 0,11 0,12 0,10 0,11 0,15 0,13
¥i 3,4 3,50 342 345 3,5 3,5

Wij zeggen dat de waarnemingsparen (Xi,yi) en (xjyj)
positief gecorreleerd zijn, als de volgorde van X, en Xj hé?m
zelfde is als die van y,; en Y5 (bv, X< Xy en y; < yj); zij
zijn negatief gecorreleerd als de volgorde van X; en Xj tegen-
gesteld is aan de volgorde van i en y. (bv. Xy > xj en

Vs <,yj) en zij zijn niet gecorreleerd als X;= X of ¥4 yj.

In tabel 1 hebben wij van alle tweetallen (Xi’yi> en
(Xj’yj) uit ons voorbeeld nagegaan of zij positief, negaties
dan wel niet gecorreleerd zijn, Een positieve correlatie is
aangeduid met +1, een nsgatieve met -1, terwijl het ontbreken
van correlatie wordt aangegeven door een O,

De toetsingsgrootheid van de methode van rangcorrelatie
is nu het aantal positief gecorreleerde tweetallen verminderd
met het aantal negatief gecorreleerde, of wel de som van de
getallen, die in tabel 1 in de kolom "correlatie" voorkomen,

De verdeling van S voor het geval dat X en y onafhankeli jk

zijn is bekend (zie § 2). De hypothese dat x en y onafhankelijk

~ S e S s ot B v g, €D

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid,
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Tabel 1 zijn, kan dus getoetst worden.

Berekening van S : Is de hypothese van onafhanke-

voor het voorbeeld 1ijkheid niet vervuld, dan is de

i J Correlatie waarschijnlijkheid van grote posi-

1 2 -1 tieve of grote n-gatieve waarden
T3 +1 van S groter, dan wanneer dit wel
1 4 0 het geval is, De kritieke zdne is
1 5 +1 daarom van de vorm |S| g,SO, en Mij
1 6 +1 éénzijdige toetsing van de vorm
2 3 -1 S ;_Sé (rechtszijdige toetsing) of
2 4 -1 5= 8} (linkszijdige toetsing).
2 5 +1
2 6 +1
3 4 +1
3 5 +1
3 6 +1
4 5 0
4 6 0
5 6 0

S = +b

2. Verdeling van 8 als x en y onafaankeldjk zijr.

-~ oa Gaa0 Sooe xn Wt ST Geen Su G — v e eoren

¢ Als er noch bij de X5 noch bij de yj gelijke waarde:n
voorkomen kunnen wij gebruik tec maken van exacte tabellen,
die voorkomen in [1] pg 141 (r = 4 t/m,10) en in [2] (tables

I =nd II, n = 4 t/m 40). Bovendien vindt men in [ 2] table III

de kleinste waarden van.§_9 waarvan de overschrijdingskansen
onder de hypothese. van onafhankelijkheid hoogstens gelijk zijn
aan & voor & = 0,005; 0,01; 0,025; 0,05 en 0,10 en
n=1=4,506,...,40,.

Als er bij de x; 6f bij de y;, doch niet bij beide twec—
tallen of drietallen gelijken voorkomen, kan men voor n £ 10

gelmuik maken van de tabel van Sillitto [4] . @

s

Voor grote waarden van n is de verdeling van %r (waarm

CT& de spreiding van é_is, die uit een hieronder op te geven

formule berekend kan worden) bij tenadering normaal met ge-
middelde O en spreiding 1, Hiervan kunnen we gebruik makin

om de hypothes~ —ar nsnafhankelijkhecid fte toestsen in de geval-
len waar de exacte verdeling niet getabelleerd is, DIt go-

schiedt dan, door in een “abel van dz normale verdeling o=
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overschrijdingskans op te zoeken, die behoort bij de gevon-
den waarde van == . '

o

Om CTS te berckenen, nemen wij in de rij der waarnemingen
Xy de gelijke Waarngmingen in groepen bij clkaar, De aantallen
waarnemingen in die groepen duiden wij aan met th, waarin
h.=;1,2,...,k1. Fvenzo doet men in de rij der waarnemingen
yj, waar we de overcenkomstlige aantallen aanduiden met U,
waarin 4 = 1924000 sKye Jg kan dan gevonden worden uit de
volgende formules - .
. 4
(1) 0§ = g {an=1)(2ne5) = 2o ,(5,=1) (25;75) -
Ko
- £ ylue1) (2up5) | +
) X o
1 < <<
* SRR TA=2T Lo by (=) (=20 ulyr1) (up2) +
] X1 X2
+ m%1 th(th-‘l)%; ui(gz.-'l).
“n ons voorbeeld van § 1 komt in de rij Xy &én tweetal
gelijken(dus ky=1 en t1=2) en in de rij ¥4 &én drietal gelijken
(k2= T, uy = 3) voor, Dus geldt:

by (Bym 1) (28,4 5) = 241.9 = 18

u1(u1— 1)(2u1+ 5) 3,2.11 = 66

5y (ty= 1) (%4~ 2) =00 - Dl b e s
't,]('t.]"- 1) = 2.1 - 2

u..](u1-— 1) = 3,42 = 6

il

i}

n(n-1)(2n+5) = 65,17 = 510
n{n-1) = 6,5 = 30
zodat:
2 _ 1 [ 510-18-66} + 45 x 2 x 6 = 23,87

a
en Ts = 4,89 is,

[
|

Als alle th' en alle gé
van beide rijen gelijken voorkomen, gaat formule (2) over in:

(2) T¢ =\/1s nln-1) (2n+5)
Een tabel van deze functie voor n = 40,41,...,100 vindt
men in | 2] (table IV),

gelijkz?&mm1 en er dus in geen
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Als maat voor de correlatie " im . de rij van waarnemings-
paren (X,,¥4),...,(x,,¥,) heeft Kendall de coefficiént 1
gedefinicerd, die + 1 is als de volgorden der waarnemingen
in beide rijen XyseeosXy €N Yqgoee, ¥y volledig overeenstemmen
en -1 is, als deze volgorden volkomen tegengesteld zijn., De
definitie van € is:

(3) "Z: . 29 .

Ky \% K> 3
{n(n—1)-§iith(th-1y'{n(n—1)t£§1 qi(ui~1) (e

Als er in geen van beide rijen gelijke waarnemingen
voorkomen wordt deze formule:

(4) T =__%§..TT.

n{n-

Literatuur:

[ 1] M.G. Kendall. Rank correlation Methods London 1948,
Hoofdstui- 1,
[2] L. Kaarsemaker en A, van Wijngaarden. Tables for use

in rank correlation . (1952)
Report R 73 of the Computation Department of the
Mathematical Centre.

L}] J, Hemelrijk, Kendall's rangcorrelatie~coéfficiént .

Hoofdstuk I der cursus " arametervrije
Methoden" Rapport S 59 (1951) Mathematisch
Centrum, blz, 1-17,
[41 G.P, Sillitto., "The Distribution of Kendall's coefficiént
of rankcorrelation in rankings containing
ties, Biometrica 34 (1947) p. 36-40.
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Het combineren van onafhankelijke toetsen (aanvulling) q);

In memorandum S 73 (M 17a) wordt een methode voor combi-
natie van onafhankelijke toetsen behandeld, waarbij het nodig
ig de overschrijdingskans van ledere toets te bepalen. In vele
gevallen kan men de combinatie ook direct op de afzonderlijke
toetsingegrootheden vaseren en dit verdient zelfs de voorkeur.

Wij veschouwen hiler het peval, dat een bepaalde toets moet
worden toegenast op een heterogeen materiaal. Dit materiaal
wordt da: ecrst verdeeld in h homogeen geachte groepen. Het
aantal watrnemingen van de 1® groep zlj w_ en de toctsingse.
grootheild tlz)e Loat verder gegeven zijn, dat de verdeling
van +t; onder de getoetste hypothese (voor de 1 groep asngoe-
duid door H,) voor grote n, asymptotisch normaal 3)is, met bee
kende verwaohting’/uL en vekende spreiding o, . Aan deze vVOOX-
waarden 18 o.a. voldaan, indien wij te doen hebben met toectsen
van WILCOXON, rangcorrelatietoetsen van KENDALL of SPEARMAN,
tekentoetsen enz.

Wiy toetsen met al de hier te behandelen gecombilneerdce mee
thoden de hypothese H s dat voor i1ederec groep de desbetreffcin-
de hypothcse H-L geldt, terwijl de groepen onderling onafhanke-
lijk zijn. De toetsen verschillen echter ten aanzien van de
alternatieve (van H afwijkende) hypothesen waarvoor zij gevou-
lig 4) z.jn.

De meest gebruikelijke toetsingsgrootheden van gecombi-

neerde toetsen zijn van de gedaante:
h
&
T =" ci(fi-pm)

[

waarin ¢ letters ¢_ ( it=1,2,......,h ) constanten voorstellen,
die voor .cder van de combinatiemethoden op cen bepaalde wigze

S en B m e wn G ek A W e ke v G Gt e e e e e

1) Dit memorandum dient slechts ter oriéntatle en streeft nict
naar vollcdighcld of volledige exactheid. Het is bedoeld als
cen aanvulling op Rapport S 73 (M 17a).

- ) [ B o kY
2) De onderstreping geeft 2an dat con toetsingsgrootheid sto-
chastisch is, d.w.z. ¢en woarschijnlijkheidsverdeling bezit .

3) Dit houdt in dat +. een waarschijnli jkheidsverdeling heoit,
die ols ng toenccmt, stecde minder van ecn normale verdeling
(verdoling van Gauss) afwijkt.

L) Ec¢n touts van hypothese H is movoelig ten opzichte van eon
alternaticve hypothuse H' , 21s de kans dat H Verworpen
wordt, indien H' juist is, groot is.



gekozen worden. Onder do hypothese H zal 1? asymptotisch (voor

grote h cn/of grote n. ) normaal verdecld zijn met verwachting

h
0O e¢n spreiding G’:\/chfgf- . D¢ dubbele overschrijdingskans
{

L= . . ) Lo
van cen gevonden waarde | van T is dus bij benadering geligl:

acsns:
<o i
2z e * o x
vam
T
| & |

¢n kan bepaald worden mct behulp van cen tabel van de normalce
verdeling., Ind:oen de dubbele overschri jdingskans kleincr is
dan d¢ onvetrouwbaarhcidsdrempel o« , zal men H verwerpen.

Wij ~even hicr 3 combinatiemethoden van dit type:
Methode 1: ¢, =¢,= - --=¢ =1

t=t 01
o ie 3 ot _ A A
Mcthode 3 C'"7f , Co n , ch“hh
[ £ - 4 ’ h m:.
dus: | = 2 =44 ; T = Z:(-L)
- (] L i =ty

Deze methoden zijn alleen gevoelig ten aanzien van altor-
natieve hypothesen volgens welke de grootheden tL verdelingen
hebben dic, voor zover zij afwijken van de verdelingen onder
de corresponderende hypothescn M, dit over het alpemeen in
dezelfde richting doen. Men zal dan methode 1 bij voorkeur
foepassen als wen aan de ft met een kleine spreiding (in de
regel zullen dat de Ei van kleine groepen zign) cen geringer
gewlcht v+ 1 tockennen dan azn de +£; met een grote spreiding
De methoden 2 en 3 zijn te gebruiken als men aan de verschillen-

de groepen waarnemingen, ongeacht hun grootte, cen ongeveer
gelijke invlocd op het resultaat wil toekennen. De keuze tus-
sen dew . twee methoden hangt verder van hier niet te behandelen
theoretische overwegingen af (zie literatuur {1]).

Indien men verwacht dat mogelijke verschulvingen van de
verdelingen der ££ in belde richtingen kunnen liggen, verdient
het de voorkeur om gebruik te maken van de volgende toetsings-
grootheic:

h
) (%) (methode 4)
t=1 v



Deze grootheild is onder de hypothese H asymptotisch ver-
deeld volrens een }{Z—VGPdeling met h vrijheidsgraden. Dc over-
schrijdingskans van een gevonden waarde van deze grootheld kan
dus met bchulp van een tabel van de Kj'fverdeling bepaald wor.
den.

De tocts, behandeld in memorandum S 73 (M 17a) par. 1,
waarbij men het product van linkszljdige en product van allec
recchtszijdige overschrijdingskansen bepaalt en het kleinstc
van deze twee ~roducten gebruikt, heeft betrekking op dezelfde
gevallen als de hier behandelde methoden 2 of 3, terwijl de
methode, behandeld in S 73 (M 17a) par. 2, berustend op het
product van de tweczijdlige overschrijdingskansen, meer over-
eenkomt met method. 4. Men mag echter verwachten, dat, zo aan
de asymptotische normaliteit der=-§L voldaan is, de in dit
memorandum behandelde methodenscherper zijn dan de toetsen
behandeld in § 73 (M 17a).

Literatuur;
1 C.van Ecden, Methoden voor het vergelijken, toetsen en
schatten van onbekende kansen, Rapport S 415
(M 45) van het Mathematisch Centrum (1953).
2 mmmmmemseme- , Trendtoets met behulp van rangcorrelatic,
Memorandum S 73 (M 13a). (Voorbeeld van tou-

passing van methode 1.)

3 Dr J.Hemelrijk, Het combineren van onafhankelil jke toetsen,
Memorandum S 73 (M 17a).
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Het combineren van onafhankeliljke toetsen (aanvulling) 1)c

In memorandum S 73 (M 17a) wordt een methode voor combi-
natie van onafhankelil jke toetsen behandeld, waarbij het nodig
is de overvschri jdingskans van ledere toets te bepalen. In vele
gevallen kan men de combinatie ook direct op de afzonderlijke
toetsing zrootheden vaseren en dit verdient zelfs de voorkeur.

W1lj weschouwen hier het peval, dat een bepaalde toets wmoect
worden toegenast or een heterogeen materiaal., Dit materiaal
wordt dan ecrst verdeceld in h homogeen geachte groepen. Het
aantal wasrnemingen van de i® groep zlj v, en de Toctsingse
grootheild 212). Laat verder gegeven zijn, dat de verdeling
van +t; onder de getoetste hypothese (voor de 1 groep asngoe-
duild door 141) voor grote n; asymptotisch normaal 3)18, met Do
kende vcrwachtingl/uL en vekende spreiding o, Aan deze voor-
waarden 1s o.a. voldaan, indien wij te doen hebben met toetsen
van WILCOXON, rangcorrelatietoetsen van KENDALL of SPEARMAN,
tekentoetsen enz.

Wi, toetsen met al de hier te behandelen gecombineerdc e
thoden de hyvothese H ; dat voor 1i1edere-groep de desbetreffca--
de hypothcse H-L geldt, terwljl de groepen onderling onafhanke-
lijk zign. De toetsen verschillen echter ten aanzlien van de
alternatieve (van H afwijkende) hypothesen waarvoor zij gevou=
lig 4) zjn.

De mecest goebruilkelijke toetsingsgrootheden van gecombi.
neerde toctsen zijn van de gedaante:

h
if = g; CL(éi:/“J

waarin de letters ¢, ( i=1,2,......,h ) constanten voorstellen,

)
die voor ieder van de combinatiemethoden op een bepaalde wijze

1) Dit memorandum dient slochts ter orléntatle en streeft nict
naar vollcdighcid of volledige ¢xacthcid. Het is bedoeld als
¢en aanvulling op Rapport S 73 (M 17a)

2) De ondcrstreping gecit aan dat cen toetsingsgrootheld sto-
chastisch is, d.w.z. een waarschijnlijkheidsverdeling bezit.

3) Dit houdt in dat - 4+, ecn wearschijnli jkheidsverdeling hecit,
dic gls n, toeneemt, steeds minder van ecn normale verdeling,
(verdiling van Gauss) afwijkt.

L) Ecn tocts van hypothese H ie guvoelig ten opzichte van con

alternaticve hypothese H' , 2ls de kans dat H verworpen
wordt, indien H' juist is, groot is.



gekozen worden, Onder de hypothese H zal 3? asymptotisch (voor

grote h c¢n/of grotec n_ ) normaal verdecld zijn met verwachtin

h
0 ¢n sorciding o :\/Zlcfgﬁ- . D¢ dubbele overschrijdingskans
=l

van cen gevonden waarde 1 van T 1is dus bij benadering geli gt

acn.:
co iz
2 e dx
Vam
I L

en kan b.oaald worden mct behuln van cen tabel van dc normale

verdeling. Indien de dubbele overschrijdingskans kleincr 1s

dan de onbetrouwbasrhcidsdrempel o , zal men H verwerpen.
Wij ceven hicr 3 combinatiemethoden van dit type:

Mcthode 1: ¢ =¢, = - =0 =

Methode 2: ¢ =g ‘cz==é;‘ L=
h -
qus: T = ) B ; ¢=Vh
- t=1 01
- 1e 3 e b 4 A
Mcthode 3: c, = a C, hy R Ch—~ N
dus: | = 2 :gzzﬁﬁ ; T = g%(;f)
(1] H = L

Deze methoden zijn allee¢n gevoelig ten aanzien van alter-
natieve hypothesen volgens welke de grootheden tL verdelingen
hebben die, voor zover zij afwijken van de verdelingen onder
d¢ corresponderende hypothescn F4kj dit over het algemeen in
dezelfde wichting doen. Men zal dan methode 1 bij voorkeur
toepassen als men aan de fi mct een kleine spreiding (in de
regel zullen dat de t; van kKleine groepen zijn) een geringer
gewicht wil toeckennen dan asn de £; met een grote spreiding

De metheden 2 en 3 zijn te gebruiken als men aan de verschillen-

de groepen waarnemingen, ongcacht hun grootte; cen ongeveer
gelijke invloed op het resultaat wil toekennen. De keuze tus-
sen dezc twee methoden hangt verder van hier niet te behandelen
theoretische overwegingen af (zie literatuur {1]),

Indien men verwacht dat mogelijke verschuivingen van de
verdelingen der fi in beide richtingen kunnen liggen, verdrent
het de voorkeur om gebrulk te maken van de volgende toetsings-
grootheic:

h
E (methode 4)
i=1 i

[
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Deze grootheid is onder de hypothese H asymptotisch ver.
deeld volpens cen j{z—verdeling met h vrijheidsgraden° De oviie
schrijdingskans van een gevonden waarde van deze grootheid kan
dus met behulp van een tabel van de ]{zfverdeling bepaald woi -
den.

De toets, behandeld in memorandum S 73 (M 17a) par. 1,
waarbij men het pfoduot van linkszijdige en product van alle
rcechtszijdige overschrijdingskansen bepaalt en het kleinstc
van deze twee producten gebruikt, heeft betrekking op dezelfdc
gevallen als de hicr behandelde methoden 2 of 3, terwiljl de
methode, behandeld in 8 73 (M 17a) par. 2, berustend op het
product van de tweezijdige overschrijdingskansen, mecr OVer-
cenkomt met methode 4. Men mag echter verwachten, dat, zo aan
de asymptotische normaliteit der'-gL voldaan is, de in dit
memorandum behandelde methodenscherper zijn dan de toetsen
behandcld in S 73 (M 17a).

Literatuur;
1 C.van Ecden, Methoden voor het vergelljken, toetsen cn
schatten van onbekende kansen, Rapport S 41%
(M 45) van het Mathematisch Centrum (1993} .
2 e ,  Trendtoets met bechulp van rangcorrelatie,
Memorandum S 73 (M 13a). (Voorbeeld van tog-

passing van methode 1.)

3 Dr J.Hemelrijk, Het combineren van onafhankelijke toetscn,
Memorandum S 73 (M 17a).



